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FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS (FGM)

« Transformada de Laplace de una v.a.

- Definicién: FGM de lav.a. X es f(9) = E[e%%|, donde 6 € R es un pardmetro
« La FGM determina completamente la distribucion de la v.a. X

- Propiedad:
d

—E[eBX]=E[Xe9X] =
dz Z] 7]
dezE[e X| = E|X2e%%] >
dm
dem

——E[e%%] = E|Xx™e%%] =




CADENAS DE MARKOV ENTIEMPO DISCRETO

(CMTD)

» Proceso Estocastico 0.3

« Tiempo discreto: Por etapas W1,

« Estacionario — —
- Propiedad Markoviana: 7 \OR

“El futuro depende del pasado solo a traves

\» 0.5
del presente” 0.7 .

» Matriz de probabilidades de transicion
« Matriz estocastica

« Evolucion: x(k + 1) = x(k)P

« Analisis de largo plazo: x(k + 1) = x(k)

« Positiva recurrente S N
o Resolverm = P T =1[0.24 0.34 @

MANANA

S N LL
.S [03 0.7 o]

P=ONI|05 0 05

Tiilo 04 06

En el largo plazo, la

+| probabilidad de
lluviaeso.42 _




EJEMPLO DE CMTD: SISTEMA DE ESPERA

« Sistema de un solo servidor P —
- NUmero de llegadas en cada ventana de T 'ﬂ"ﬂ"ﬂ“ﬂ“ﬂ‘

tiempo es aleatoria

- Si el servidor esta ocupado, los trabajos
esperan en una cola

» El servidor atiende un numero aleatorio
de clientes en cada ventana de tiempo

- Luego de ser atendidos, los trabajos dejan
el sistema

- Hay infinito espacio en la cola




EJEMPLO DE CMTD: SISTEMA DE ESPERA (cont.)

MODELO

- Estado: #trabajos en sistema

 Transiciones
 Depende de la distribucion de llegadas

» Depende de la distribucion de servicio




ANALISIS ASINTOTICO: TRAFICO ALTO

1

fﬁﬁ?:: : >---Mfr|®—>¢

Colapso del ,
espacio de - Cargar sistema a capacidad maxima

N .
\ estados Tasa de llegada ~ Tasa de servicio

« “Peor de los casos”

otien — - ARRRRL F )

n<N

10
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LIMITE DE TRAFICO ALTO

- Cargar el sistema al maximo de su capacidad

LIMITES DE DIFUSION

« Escalartiempoy espacio: € = 1/+4/n

k — oo

eq' (k)

€ — Ol l e—0
Intercambio de limites
q(k) q
ﬁ
(MBR)

eq(®) ()

METODO DRIFT [Eryilmaz, Srikant 13]

» Drift =Cambio en un intervalo de tiempo

- Igualar a cero el drift de una funcion de
prueba

e k — oo:
e[y (5960)] = £ (a0 + )
« - 0:E[V'(g")]

» No se requiere intercambiar limites

 ;Como escoger V(+)?




COLAPSO DEL ESPACIO DE ESTADOS (CEE)

- Sistema de espera se comporta como si tuviese una dimension menor

Agrupamiento Completo de los No ACR
Recursos (ACR)

Limites de difusiénx
T Método drift
- Limites de difusion
T~ Método drift e B




MODELO DE COLA CON UN SOLO SERVIDOR

» Modelo en tiempo discreto

e q(k): # trabajos en el sistema al comienzo de laventana  a(k)
de tiempo k

« a(k): # llegadas en la ventana de tiempo k
- Media Ay varianza o

« s(k): # servicios ofrecidos en la ventana de tiempo k
- Media u y varianza ¢

« Ambas son sequencias de v.a.i.i.d., independientes de la qk +1) = [qCk) + a(k) — s(k)]*
otra = q(k) + a(k) —s(k) +

Servicio no
« Estabilidad: 1 < u utilizado

q(k + Du(k) =0,

« Evolucion de la cola




ALTO TRAFICO — METODO DRIFT iingman, g6z

- Cargar sistema a sumaxima capacidad
eA=u—¢€cone>0
e Limite cuandoe 1 0

« En estado estacionario (k — 0):
Elq*(k +1)] = E[q* (k)]

« Por lo tanto,

2 2
: __O0q + o5
limEleq] =—;

2
A o]

qk +1) = [q(k) + a(k) — s(k)]*
= q(k) + a(k) — s(k) + u(k)

<

gk + Du(k) =0




METODO DRIFT teviimaz,sikant 13

e=u—A»A

— - 8 #(D)

« En estado estacionario, E|[V(q(k + 1))| = E[V(q(k))]| 1,42 ‘ ('k)
q

V(q):
;Podemos hacer este
calculo mas eficiente?

Obtenemos:




METODO DRIFT teryimaz, srikant 13 e=p—2

— - 8 #(D)

« En estado estacionario, E|[V(q(k + 1))| = E[V(q(k))]| 2,42 ‘ 1
q(k)

1+eq+%ezq2+%e3q b p e eMAlgmtl L = el

V(q): (m+1)!

¢ 4

- 1 1
l zl L 1 > >
0g + 05 2<U“+US> | eq = Expo (Ga +US>

2 2 2




METODO DE LA FGM . uguisa

- En estado estacionario: E[e?€4(k*D] = g[ef€a(®)]

A, o2
 Lema clave:

(eeeq(k+1) _ 1)(e—eeu(k) _ 1) =0 q(k +1) = q(k) + a(k) — s(k) + u(k)

- Reorganizando términos @

E[efeq] = 1oEle ] gk + Duk) =0

1_E[eee(a—s)]

1 FGM de v.a.
o <g§ + 052> Exponencial con eq = Expo

~
7

2

2 oG+
2

o2 + 052)

media




(OTROS SISTEMAS DE ESPERA?

- Colapso del Espacio de Estados (CEE):

rr 1
Agrupamiento Completo de los —F(3)2
Recursos (ACR) _

= N
%
Tasa de llegada = Tasa de servicio

Tasa de llegada < Tasa de servicio




(OTROS SISTEMAS DE ESPERA? (cont.)

- Colapso del Espacio de Estados (CEE):

Solo algunas
: 9 : Tasa de llegada = Tasa de servicio
combinaciones
lineales de los
largos de cola .
Tasa de llegada < Tasa de servicio -

promedio
Outputa1 Output2 ... Outputm

Input1/: :\
Input 2 :

—/)
—

Inputm\ oo :/
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CONCLUSIONESY TRABAJO FUTURO

Agrupamiento Completo de los No ACR

R ACR
ecursos (ACR) - Solo podemos obtener algunas

- Sistema de espera se comporta como combinaciones lineales del promedio
una cola de un servidor del largo de cola

« Método FGM para obtener la
distribucion eq en limite de trafico alto

Trabajo futuro

 La clave esta en el servicio no utilizado - Generalizar el método FGM a sistemas que

no satisfacen ACR

qk + Du(k) =0

« Optimizar problema de control
» Ruteo

(eQGQ(k"'l) — 1)(6_96u(k) — 1) =0 - Scheduling




iGracias!

¢Preguntas?




M E I O D O FG M [Hurtado Lange, Maguluri 19]
@ (0 = (1)

q1 k nl’ll’o-szl

S(k) : :
q(k) 103 ' = D>

NN
an(k)  py, 02

- Igualar el drift de V(q) = e%¢% a cero - Igualar el drift de V(q) = %€ 21 3 cero

(eeeq(k+1) _ 1)(6—9611,(]() _ 1) =0 E[(eef 2iqi(k+1) _ 1)(3_96 Xiui(k) _ 1)] is o(ez)

« Obtenemos « Obtenemos

lim E[eeeq] = 1 lim E[eeezi‘“] = 1

€0 02 + o’ €0 (ag + 0_%.)

E t d 1E (0'34'2,:0'521.)
- Entonces, eq —» —Expo
o2 _|_052) 1 €q) = EXD

2

eq = Expo
q p ( « CEEimplicaeq; = 0

1 (0-6% +ZLO-SZL)

=>—F
€q = — Expo >




COLAPSO DEL ESPACIO DE ESTADOS

Proposicion:

q,(k): proyeccionde q(k) en K

q.(k) = q(k) — q,(k) : error de approximar q = q
Entonces, E[|lq||'] < T; paratodot = 1,2, ...

€ Mas pequeno:

q=~q asel0




SWITCH CON COLAS EN LAS ENTRADAS

- Sistema de espera en tiempo discreto

Entrada 1

11, (k) 7 Iillill .

a;, (k) -

» m entradas y m salidas

- Los trabajos llegan a cada entrada con una
salida predeterminada — 4 o

« Hay una cola para cada par entrada/salida 221 (k)
(0 > Iillill
22

Entrada 2

» Todos los trabajos tienen tamano 1

] ]

« Todas las entradas estan conectadas a todas Salida 1 Salida 2
las salidas l l

» Restriccion: Procesar a lo mas un trabajo de ) )
cada entrada y uno en cada salida, en cada ‘ ¢Qué colas d_eEe”amOS
ventana de tiempo Servir:




ALGORITMO MAXWEIGHT

Entrada 1

- MaxWeight = Escoger la conexion con el )
mayor peso ot ] —

> [Tl

a;, (k)

» Peso =Total de trabajos en linea en toda la Erntrada 2
conexion ST

az, (k) -
> lillill

az, (k)

Entrada1 | Entrada 2

-




NUEVA VISION DEL METODO DRIFT

» Sistema no-ACR mas simple
 Switch de 2x2 operando con MaxWeight

//11,1,' at1
« No hay llegadas a la cola (2,2) Entradal | =———>
. ay,1 (k)
« Llegadas a las otras colas con media 4; ; y 412(K)

varianza 2.

LJ Ay q; 0%
Entradaz | ——2=> _®_>

¢ EStabllldad k az1 (k) G2 (K) a,(k)=0
« Tasa de llegada < Tasa de servicio

® /11,1 + /11,2 < 1 & /11,1 + /12'1 < 1

Salida1 Salida 2

\

q2,2(k) = y

' Dimension 2
« Traficoalto: € > 0 | —No-ACR
« Tasa de llegada ~ Tasa de servicio Colapso del Espacio de Estados: maguuriet.

’/11,1=1_A_E&/11’2=/12,1=)\
=>Alll+/11,2=1—6 &/11}1"‘}.2’1:1—6




NUEVA VISION DEL METODO DRIFT (cont.)

« CEE:
* q,: ProyecciondegenX
Elllqll*] E[”‘Iu” ]

*qi11 = Q12 T Q21

« Funcion de prueba cuadratica mas general
_ 2 2
V(q) = a1qj12 + @2qj21 + X39)1,29)2,1

U

Vi(q) = CI||21,2
Vo (q) = qf21
V3(q) = q1,2912,1

Entrada 1

Entrada 2

Salidaa

Salida 2

(—A— € 012,1
—

a1 (k)

L2
A; 021

_

\

S

a,(k)=0

q2,2(k) = y

X1,2 .
0 |*%11 = X12 T X2




NUEVA VISION DEL METODO DRIFT (cont.)

° Igualar E[Vl(q(k + 1))] = E[Vl(q(k))] para l — 1,2’3: Salida1 Salida 2
(—1—6;012,1 ; of \
—

Entradai1| =——>
011+4012 +0"21 a1 (k)
’ CI1,1(k)
A; 0%
01 1+ 01 5+ 402 1 Entrada 2| ———> '®_>
—92 \ az, 1 (k) 71 (0) s, (k)= 0 - (k):y
, 2,2 -

202 1

(3) hm GE[Ch 2 T Q> 1] + 2 lei{gl E[CIIzum + q;,1u1,2]

3
OTRAS COMBINACIONES LINEALES?

Teorema [Maguluri et.al. 18]:

_ 2
lEIH)I EE[CI1,1 + qi,2 + qZ,l] = § (0'12,1 + 0'12,2 + 0'22,1) 4 Variables Ne’CESitamIOS
mas ecuaciones!
[ |

3 ecuaciones

Demostracion: (1)+(2)+(3) y reorganizar términos




